REVISIONS ANALYSE

1. ANALYSE REELLE
1.1. sup, inf, lim, lim ..

Définition 1. Pour tout A C R,on dit que A est borné supérieurement si IM € R
t.q. Vo € A, x < M. On appelle sup A « supremum de A » le plus petit des majorants,
c’est a dire le nombre tel que

VM t.q. x < M si x € A alors M > sup A.

S’il est atteint, sup A devient le « maximum de A » . Par extension, si A n’est pas
borné supérieurement, on écrit sup A = oo.

Symétriquement, on appelle inf A, « infimum de A », le plus grand des minorants,
qui est min A le « minimum de A » si il est atteint.

Ainsi
A=10,1]
est borné, avec un min et un max,
A=10,1]
a un sup mais pas un max, et
A =] —00,2]U3,4]

n’est pas borné inférieurement.
On a
supz =supA = inf M =inf{M :Ve € A, M > z}.
A M>A

Définition 2. Etant donné f : R — R,

sup f =sup f (A) = sup {f (x) : x € A}.
Définition 3. On rappelle que x est la limite de la suite (z,,) si Ve > 0,3IN € N tel
que Vn € N, |z, — z| <e.

Proposition 4. Le Critére de Cauchy est une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une suite réelle converge

Ve>0,AN € N t.q. Vn,p > N |z, — x| <e.

Théoréme. Toute suite bornée admet une sous-suite convergente.
1
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On voit tout de suite que la suite (—1)" admet deux sous suites convergentes. En
général, on introduit deux objets, lim « lim inf » et lim « lim sup ».
— on appelle « lim sup de z,, » !
lim z, = limsupz, = limz,
n—0eo n—00
= 1li .
Jm o

— on appelle « lim inf de z,, » 2

lim z,, = liminfz,, = limx,,
n—oo n—oo

= lim inf z,.
N—oon>N

Pour la suite précédente (—1)" , on retrouve nos deux sous suites.

Proposition. On a toujours

limz, > limz,,

m(:cn +v,) < lim z,, + lim v,

Ce qui nous permet de d’exhiber une autre condition nécessaire et suffisante pour
la convergence d’'une suite,

Théoréme 5. Etant donné une suite (xn), T, — x si et seulement si limz, =
limz, =z e R

1. Cette limite existe dans R : soit la suite n’est pas bornée supérieurement, auquel cas
lim sup,,_, . &, = 400, soit la suite est bornée supérieurement, auquel cas sup,,~ y T, est une suite
réelle décroissante qui converge donc soit vers —oo soit une limite finie.

2. Cette limite existe dans R : soit ... —oo, soit ... +00, soit une limite finie.

3. En général, cela permet de construire « presque » ces suites convergentes. En effet wy =
Sup,,> y Zn €st une suite bornée décroissante, donc convergente. Mais il reste une difficulté, parce
que ce sup n’est pas forcément atteint, et que donc ce n’est pas nécessairement une suite extraite,
et qu’il faut bien vérifier qu’il y a un nombre de terme infini. Pour régler ce probléme, on approche
wy, par une suite de z,. Supposons limsup z,, < co. On pose ¢(0) = 0. Pour tout n > 1 soit o(n)
le plus petit entier plus grand que o(n — 1) tel que

1
To(n) > SUP T — —.
k>n n
On voit que la fonction n — o(n) est croissante et infinie, et donc c’est bien une suite extraite. Par
sandwich, lim 2 4(,) = limsup x,,. Si limsup z,, = 0o, on choisit o(n) le plus petit entier plus grand
que o(n — 1) tel que T,y > n.
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En effet si z, — z,alors Ve > 0,3N € N tel que Vn € N, |z, — x| < ¢, donc
T, —xr <ecetx—uz, <ecetalnsi

supz, <xr+e€, et x—e<inf xz,
n>N nzN

et en passant a la limite en IV,
limz, <z +eet limaz, >z —e¢
Donc Ve > 0,
lim z, > limz,, > limz,, — 2,
et en passant a la limite
limz, =limz, = z.
Inversement, si lim z,, = limz,, = z, alors Ve > 0, il existe

N1 t.q. sup z, < x+e€,(limsup converge vers x)
n>Np

et

Ny t.q. nl>n]£2 T, > x — €, (liminf converge vers x)

donc pour tout n > N := max (N1, Ny), on a

r—e< inf z, <z, <supxz, < +e,
pzN’ p=N

autrement dit
‘-rn - I| S €,

on a donc établi la convergence de la suite.

1.2. Fonctions continues.

Définition 6. On dit que f est continue en x € R si pour tout € > 0 il existe n > 0
tel que

[z —yl<n=1f(z)- fly)| <e

Théoréme 7. La fonction f est continue en x si et seulement si pour toute suite
(x) telle que z,, = x on a f(x,) — f ().

On a
lim =i
fim f(y) = limy sup f(y)
y#x

= sup{ lim f(z,): 2z, —>x}

n—o0
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et
lim f(y) = lim inf f(y)

—0 [y—z|<n
y—x n vt

:inf{lim f(xn) :xn—>$}

n—o0
1.3. Suites et séries de fonctions.
Définition 8. Soit (f,,) une suite de fonctions & valeur dans 1.
fsiVx € ITona lim fu(z) = f(2).

unlformement

— On dit que (f,,) converge simplement vers f, f, simple

— On dit que (f,,) converge uniformément vers f, f, fsiVexelona

Jim sup |fu(x) = f (x)] = 0.

Ce n’est pas la méme chose; par exemple (1 — z)" converge simplement vers la
fonction nulle sur (0, 1], mais pas uniformément comme (1 — 1)" — exp (—1).

On note
[ flle = sup|f (z)],
xel

alors

fn uniforE)ément f o ||fn . f”oo

umformement simple . .
foalors f, "% f, mais le contraire est fauz.

umformementf alors f c CO( )

Théoréme. Si f,
Si f, €CO(I) et f,

umformement

Théoréme 9. Soient a,b tels que —00 < a < b < 00, et soit f, f . Alors

/abfn(:v)dm = /abf(x)dx.

t .
¢ uniformemen g et que f, (xo) — fo pour un certain xo € I,alors

De plus si f,

uniformément v
Fu " fa) = [ oot f
xo

Ce n’est pas le meilleur résultat disponible : pour I'améliorer il faut préciser ce que
I'intégrale veut dire. Mais pas seulement :
il n’est pas vrai si une suite de fonctions converge simplement (pour chaque z €

[a,b], limy_o fr(z) = f(x)), alors f fx(x) dx tend vers f f(x
Il faut donc une hypothese supplementalre On le verra blentot

4. 11 faut inclure cette convergence en un point (pensez a une suite de fonctions constantes pour
des contre-exemples).

5. Pensez a un contre exemple (une fonction de plus en plus grande sur des ensembles de plus
en plus petits).
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1.4. Séries de fonctions. Notons S,(z) = Y,_, fi (z) . Pour les séries, on distingue
trois types de convergences. Deux sont héritées des suites, la convergence simple et
la convergence uniforme :

n—oo

Vo, lim S,(x) = S(x) =) fi(z)
et

> fulw)

k=n-+1

sup
zel

=S, — S|, — 0.

La troisiéme est la convergence normale,

D il < 0.

k>0

En utilisant I'inégalité triangulaire, on montre :

Théoréme 10. Convergence Normale implique Convergence Uniforme implique Conver-
gence Simple.

2. INTEGRATION

2.1. Integrale de Riemann.

Définition 11 (Somme de Darboux). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Soit
S une subdivision de [a, b]. On note

m; = inf f,  M;= sup f.

]8iysiql 18385411

On appelle sommes de Darbouz de f sur la subdivision S les nombres

—

n—1

o(S, f) = : (8iv1 —59)my,  X(S, f) = Z(Si—H — 54) M;.

1=0

n—

I
o

2

Lorsqu’on remplace S par une subdivision plus fine (i.e. qui la contient), o(S, f)
augmente, X(S, f) diminue mais on a toujours o (S, f) < X(S, f). Cela fait penser
aux suites adjacentes. Pour qu’il y ait une limite, il suffit que la différence tende vers

0.

Définition 12. On dit qu’'une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann-intégrable
si, quand le pas |S| tend vers 0, la différence (S, f) — (S, f) tend aussi vers 0. Sa

limite est 1'intégrale de f, notée f: f(t)dt.
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L’intégrale de Riemann est plus restrictive sur la régularité des fonctions inté-
grables que celle de Lebesgue. Par contre (via les intégrales impropres) elle permet
de définir les intégrales semi-convergentes °.

2.2. Intégrale de Lebesgue. On définit les mesures sur les ensembles mesurables.
Proposition 13 (Propriétés de la famille des ensembles mesurables).
(1) Si A est mesurable, son complémentaire I’est aussi.

(2) Si A et B sont mesurables, leur réunion A U B ’est aussi.

(3) Si (Ag),ey est une suite d’ensembles mesurables, alors la réunion | J, . Ax est
mesurable.

(4) L’ensemble vide est mesurable.

Définition 14. Une tribu T, ou c-algébre, sur un ensemble E est une famille de
sous-ensembles de F qui satisfait ces 4 propriétés.

Exercice 15. Si (A;) € TNalors g1 Ax € T, lmA, = Nps1UpsnAr € T, lim A, =

Un>1 Misn Ak € T

Définition 16. La tribu borélienne de R est la plus petite tribu sur R contenant tous
les intervalles. Elle contient tout ce qu’on peut obtenir & partir d’intervalles en faisant
des réunions et intersections dénombrables, et des passages au complémentaire.

On appelle ensemble borélien un élément de la tribu borélienne.

Définition 17. La tribu borélienne de R? est la plus petite tribu sur R? contenant
tous les rectangles, i.e. les ensembles de la forme I x I, ou I et I’ sont des intervalles.
Elle contient tout ce qu’on peut obtenir a partir de rectangles en faisant des réunions
et intersections dénombrables, et des passages au complémentaire.

Remarque 18. Les réunions finies de rectangles sont boréliennes. Par ce moyen, on
n’obtient que des polygones dont les cotés sont paralléles aux axes. En considérant
des réunions dénombrables, on obtient beaucoup plus d’exemples (en fait, tous les
ensembles qu’on peut imaginer sont boréliens).

Exercice 19. Tout demi-plan ouvert de R? appartient & la tribu borélienne.

Définition 20. Une mesure sur un ensemble £ muni d’une tribu 7 est une appli-
cation T — [0, +o0] qui satisfait les 3 propriétés suivantes :
(1) L’ensemble vide a une mesure nulle.

(2) Additivité. Si A et B sont mesurables et deux a deux disjoints, la mesure de
AU B est la somme des mesures de A et de B.

oo
6. comme par exemple fo T, dz
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(3) o-additivité. Si (Ay) est une suite d’ensembles mesurables et deux a deux dis-
joints, la mesure de UkeN A est la somme des mesures des Ay.

Exemple 21. Sur R muni de la tribu borélienne, soit o, la mesure définie par

5(1(14):{1 sia€ A,

0 sinon.
On l'appelle la mesure de Dirac au point a.

Théoréme 22 (H. Lebesgue, admis). Sur R muni de la tribu borélienne, il existe
une unique mesure X telle que pour tout a < b, A(Ja,b]) = b — a.

Exemple 23. L’ensemble de Q N [0, 1] est mesurable, de mesure nulle. C’est un
ensemble dénombrable, et chaque rationnel a une mesure nulle.

Définition 24. Une fonction f : E — R est mesurable si pour tout ensemble borélien
B C R, I'image réciproque f~1(B) = {x € E; f(x) € B} est mesurable (appartient
aT).

Proposition 25. Pour vérifier qu’une fonction f : E — [—00, 00| est mesurable, il
suffit de vérifier que les ensembles =1 (Ja, 00]) sont mesurables. Pour vérifier qu’une

fonction f: E — R est mesurable, il suffit de vérifier que les ensembles f~' (Ja, oo[)
sont mesurables.

Exemple 26. Toute fonction a valeur réelle continue sur R est mesurable. En effet, si
f est continue, f~! (Ja, 0o[) est un ouvert, donc une réunion dénombrable d’intervalles
ouverts.

Exercice 27. Soit f; : R —[—00,00| une suite de fonctions mesurables. Alors
supy, fx, infy fr, limsup,_, fr et liminfy ,. fr sont mesurables. En particulier, si
fr converge simplement vers f, alors f est mesurable.

Définition 28. Soit F un ensemble muni d’une tribu 7 et d’une mesure p. On note
&, lensemble des fonctions étagées” positives. Soit f : £ — [0, +0o] une fonction

mesurable. On pose
/fduz sup /gdu-
{9€€s9<f}

Si [ fdu < +oo, f est intégrable.
Pour une fonction de signe quelconque, si |f| est intégable, on pose

[ran=[rau- [ an

7. prenant un nombre fini de valeurs
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ou f*=max{0, f} et f~ = max{0,—f}.
On note L' (E, T, u) espace des fonctions intégrables.

Exemple 29. Soit F = N, T = tous les sous-ensembles de N, y = mesure de
comptage. Pour toute fonction (positive) f: N =R, [ fdu=>""", f(n).

Théoréme 30 (Théoréme de convergence monotone). Soit E un ensemble muni
d’une tribu T et d’une mesure p. Soit (f,) une suite croissante (i.e. f, < fni1) de
fonctions mesurables positives qui converge vers f. Alors

ti [ udo= [ fan= [(lim f.)an

Autrement dit, si la suite de fonctions est positive croissante, on peut intervertir
intégrale et limite.

Définition 31. Soit £ un ensemble muni d’une tribu 7 et d’'une mesure p. On dit
qu’une propriété est vraie presque partout (noté p.p.), si elle est vraie en dehors d’une
ensemble mesurable de mesure nulle.

Lemme 32 (Lemme de Fatou). Soit E un ensemble muni d’une tribu T et d’une
mesure pi. Soit (f,) une suite quelconque de fonctions mesurables positives sur E.

Alors
/(lim inf f,,) dp < lim inf/fn dp.

Démonstration. On utilise la caractérisation suivante de la liminf, et onn applique
le théoréme de convergence monotone a la suite de fonctions gy = inf,,>j fy, il vient

/(liminf fn)dp = lim /gk djs.
k—ro0

Pour tout n >k, gy < f,, donc [ gpdp < [ f, du, et en prenant l'inf,

/gkdu S}gﬁ/fndu,

puis en passant a la limite pour ces deux suite croissantes,

/(lim inf f,,) dp < lim inf /fn dp = lim inf/fn dpu.

k—oon>k

U

Théoréme 33 (Théoréme de convergence dominée, H. Lebesgue). Soit E un en-
semble muni d’une tribu T et d’une mesure p. Soit (fy.) une suite de fonctions inté-
grables sur E telle que

(1) Convergence. Pour presque tout x € E, la limite f(x) = klim fr(x) existe.
—00
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(2) Domination. Pour tout k, pour presque tout x € E, |fr(x)| < g(z) ot g est une
fonction positive indépendante de k.

(3) Intégrabilité. g est une fonction intégrable sur E.

Alors f est intégrable sur E, et

,}L@o/fkduz/(girgofk)duz/fdu-

Exemple 34. Soit f, la fonction définie sur R par f(z) = 2* si x € [0, 1], 0 ailleurs.
Alors la suite (fy) converge simplement vers la fonction f qui vaut 1 en 1 et 0 ailleurs.
Par conséquent,

Pourtant, la suite de fonctions (f;) ne converge pas uniformément vers f.

Exemple 35. Soit f; la fonction définie sur R par f(z) = 1si z € [k,k+ 1], 0
ailleurs. Alors la suite (fx) converge simplement vers 0. Pourtant

L’hypothése de domination est satisfaite avec g = 1, mais g n’est pas intégrable
sur R.

3. ESPACES METRIQUES

On généralise maintenant & des espaces plus généraux que la droite réelle, et on
rappelle les différences (et les points communs) avec 'analyse réelle.

Définition 36. Soit X un ensemble, on dit que (X, d) est un espace métrique si d
est une distance, a savoir pour tout x,y,z € X,

d(z,y) =0,
d(z,y) =0z =
d(z,y) = d(y,z)
d(z,2) <d(z,y) +d(y,z)
Bien entendu, (R |- —-||,) ou [|z|, = \/z}+ ...+ 22 est un espace métrique,
comme tous les espaces vectoriels normés.
Dans un e.v.n, la distance est héritée de la norme, d (x,y) = ||z — y|| , qui vérifie

[zl = 0z =0, [[Ax]| = A lz]l, et ||z +yll < [lzfl + |yl
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Sur R?, une autre norme fréquemment rencontrée est |||, = (Jz1[" + ... + |z4|)"? pour
p > 1 et ||z|| = maxy |z;| la norme sup®.

Tous les e.v.n. sont des espaces métriques, mais pas le contraire. Par exemple,

X:{xf—kx%:l}CRQ

n’est pas un espace vectoriel, mais on peut introduire la distance d (z,y) = ||z — y/l,
et avoir un espace métrique. Une autre distance est la distance angulaire : x =
exp(ifl) = (cosb,,sinb,) alors |v — y| = mingey |0, — 0, + 2k7| est la distance angu-
laire. L’espace (R?, dgycr) ol

dsner(z,y) = {

est un espace vectoriel mais pas un e.v.n. : la distance choisie est importante.

|z| + |y| six et y non colinéaires,
|t —y| sinon

Définition 37. Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy
converge, c’est & dire, pour toute suite (z,,) € X" telle que pour tout € > 0, IN t.q.
Vn > N et Vp > N d(x,,x,) <e, il existe z € X tel que lim,, o0 x, = .

Ainsi, (R, |-]) est complet, alors que (Q, |-|) n’est pas complet,

Proposition. Si (X, d) est un espace métrique, et que Y C X alors (Y,d) est un
espace métrique.

Théoréme 38. L’espace (C°([0,1],R),[|||,,) est un espace métrique complet.

Démonstration. C’est un espace métrique, parce que c’est un e.v.n. On vérifie les
)
propriétés des normes

1/l = sup|f ()] =0,
0,1

I fll.. =0=Vxe€l0,1] f(x) =0, donc f =0,
[Af [l oo = sup [Af(2)] = up Al ()] = |>\|S[3111f]>|f($)| =AMl

(0,1]

If + 9l = Sup [(f +9) (@) < Sup (L @) + lg(x)])

< sup[f(z)| +sup|g(z)| = | fll + 9]l -
[0,1] [0,1]

Vérifions qu'il est complet. Soit une suite de Cauchy dans (C° ([0,1],R), ||||.), au-
trement dit, telle que pour tout € > 0, 3N t.q. Vn > N et Vp > N supp y) | fn (7) — f, (7)] <

8. On remarque que
1 1
max ] < ], = (" + .+ [2al?) 7 < d5 mae |z

done ||, = limy o [J2]], -
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e. Alors en particulier, pour chaque z, la suite réelle (f, (z)) € RY est de Cau-
chy, et donc converge vers une limite, que I'on note f(x). Montrons maintenant que

[fn = flloe = 0.
Soit ¢ > 0, et N t.q. Vn. > N et Vp > N supgy |fn (z) — fp (2)| < e Alors

Vz €[0,1], on a
|fn (x) - fp (x)| < ||fn - fp”oo Se
done |, (2) = £ ()] = Jim |f ()~ ()] < o

Ainsi, || f, — fll, — 0. En utilisant le théoréme précédent, que la limite uniforme
d’une fonction continue est continue, on a bien montré la complétude. O

La preuve serait exactement la méme pour (C% (X,Y), |||l..) ot (X,dy) et (Y,ds)
sont deux espaces métriques, et que (Y, ds) est un espace métrique complet. Dans ce
cadre, C% (X,Y) veut dire borné : sup, d (f(x), f(x)) < oo (pour un zy), et continue

Exercice 39. Montrons que <CO ([0,1]), H|]p> est un espace métrique”, avec || ||, =

()™

Démonstration. A nouveau, on profite de la structure d’Espace Vectoriel Normé, si

on montre que ||+, est une norme 10,

On peut par exemple utiliser I'inégalité de Minkowski en dimension finie, a savoir
pour tout a € R et b € R% on a

|x + y|p S |x|p + |y|p7

et, pour passer de la dimension finie & la dimension infinie, utiliser les suites de

Riemann )
1 1/p n p\ P
(/ Ifl”) Zggo<2% f(%) )
0 k=1

Pour discuter de continuité dans des cas plus généraux que la droite réelle on
introduit les boules, et les ouverts

Définition 40. Pour tout = € (X, d)

g

9. Cet espace n’est pas complet, nous reverrons cela en TD.
10. Pour p > 1,bien sir, sinon ce n’est pas vrai
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— on appelle boule ouverte centrée en x et de rayon r l’ensemble B(x,r) :=

{y:d(x,y) <r}. _
— on appelle boule ouverte fermée en x et de rayon r l'ensemble B(z,r) :=

{y:d(z,y) <r}.

Exemple 41. Les boules dépendent bien str de la distance choisie. Dans (R?, [[||_.)
les boules sont des carrés, alors que dans (R? ||||,) ce sont des disques.

Définition 42. On dit que Q2 C X est ouvert si Vo € Q Ir, > 0 tel que B(x,r,) C Q.
On dit que F' C X est fermé si F° est ouvert.

Exemple 43. Une boule fermée est fermée. Pour tout € B(0,1)¢, choisissons

re = % > 0. Pour tout y € B (x,r,) on a d(x,0) <d(z,y)+d(y,0), ainsi

1
d(y,0) > 5 (d(xz,0)+1) > 1.
Conséquement, y € B(0,1)¢, donc
B (z,r,) C B(0,1)".

Théoréme 44. L’ensemble F C X est fermé si et seulement si toute suite (x,) € FN
convergente dans X a sa limite dans F.

Démonstration. Supposons F fermé et soit (z,,) € F™ avec z,, — x. Si x ¢ F, comme
x € F° qui est ouvert, donc il existe une boule B(z,r) C F°. A partir d'un certain
rang d (z,,x) < r/2, donc x,, € B(z,7), et z,, € F, ce qui est une contradiction.
Inversement, soit 2 € F°. Supposons que pour tout n € N il y ait z,, € (F) = F
tel que d (z,,,7) < (n+1)~1. Alors la suite (z,,) € FN convergente dans X est conver-
gente, ce qui est une contradiction. Donc il existe ng tel que pour tout d (z,,z) <
(n+1)"!' = z € F¢, donc F* est ouvert. O

Cela nous permet de montrer d’une autre maniere que la boule fermée est fermée.
Soit (2,) € B(x,r)Y telle que 2z, — z . Pour tout n,d(z,,z) < r. L’application
d € C°(X,R) ,donc en passant a la limite d (z,x) < r .

Théoréme 45. Soit Q un ouvert de (Y, ds), et f € C° (X, dy), (Y, dy)). Alors f~1(Q)
est un ouvert de (X, dy).

Démonstration. Soit x € f~1(Q). Par définition, Soit f(x) = y € Q. Comme Q est
ouvert, B(y,e) C Q pour un € > 0. Comme [ est continue, il existe 6 > 0 tel que
di (x,2) <6 =dy(f(x), f(2)) <e Donc B(x,§) C f~1(Q). O

Cela implique aussi que I'image réciproque d'un fermé est un fermé .

11. Mais pour I'image directe, il n’en est rien, ouvert ou fermé (penser a application constante
pour ouvert => fermé) et arctan pour fermé => ouvert par exemple.
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Proposition 46. Soit (€;),., est une collection d’ouverts (pas nécessairement finie
ou dénombrable). Alors ﬂf\LlQi est ouvert, et U;cr§2; est ouvert.

Soit (F;),c; est une collection d’ouverts (pas nécessairement finie ou dénombrable).
Alors Micr Fy est fermé, et UN | F; est fermé.

Attention, N>y |—=2, [ = {0} est ferme.

Définition 47. On appelle 'adhérence de §2 I’ensemble
Q=N acr = {limz,, (z,) € Q"}.

F fermé

Par exemple, |0, 1[ = [0, 1].
Définition 48. On appelle intérieur de €2 'ensemble
Q=U pce E={z:32x>0B(z,r) CQ}.

E ouvert

O =0\Q={z:Vr>0B,r)NQ#£0et Blx,r)NQ° #0}.

Définition 49. On dit que Q est borné si son diamétre § = sup, ,)cq d(z,y) est
fini.
La boule B (z,7) est bornée de diamétre § = 2r.

3.1. Compacité.

Définition 50. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est compact si il
posséde la propriété de Borel-Lebesgue :

Dans tout ensemble (O;) d’ouverts recouvrant X = U;O; il existe un sous-recouvrement
ouvert fini X = Ujer, 0, avec #In < 00.

Théoréme 51. L’espace (X, d) est compact si et seulement siV (z,) € XV, il existe
une sous suite Ty — r € X.

Cela n’est vrai que dans les espaces métriques, pas en général dans les espaces
topologiques 2

Proposition 52. Si X est compact alors X est fermé et borné. Si X est compact
alors X est complet.

Démonstration. Si (z,) € X" est tel que z,, — z, alors X étant compact, il existe
une sous suite qui converge dans X, nécessairement vers x,donc x € X, qui est donc
fermé. Montrons que X est borné. Prenons une (deux) suite(s) (z,,y,) telles que

12. Nous n’avons pas parlé : on peut définir les notions de continuité et d’ouverts de fagon plus
générale. Cherchez « Espaces Topologiques sur wikipedia » pour en savoir plus.
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d(Zn,yn) — 0. Ces suites admettent une sous suite convergente, donc zyu) — «,
Yom) = Ys et d € C°(X x X;R) ' ainsi 6 = d (z,y) < oo.

Complétude. Si (z,) € X" une suite de Cauchy. Elle admet une sous suite conver-
gente (zg(m)) ,¢(n) > n, de limite .

Ve > 0, 3N tel que sin,p > N alors d (z,,x,) < €. En particulier, d (mn,x¢(p)) < €.
On passe a la limite en p : d (z,,2) <e.

Théoréme 53. Si f est continue et que X est compact alors f(X) est compact.

Démonstration. Soit y, € f(X)N. Alors y, = f(2,). T — « comme X est com-
pact donc f(zm)) — f(r) comme f est continue. Ainsi yg(,) — f (7). O

Théoréme 54 (Théoréme de Heine-Borel ). Dans (R% ||||) E est compact si et
seulement si E est fermé et borné.

C’est faux en dehors de (R?, ||||). Par exemple, sur (Z,d) ou d vaut 0 si z = y et
1 sinon, avec F = N. 1

Théoréme 55. St f : X — R est continue et que X est compact, alors f est bornée
sur X et atteint ses bornes.

Ben oui, f(X) C R est compact donc est fermé et borné.

3.2. Espaces Complets.

Théoréme 56 (Théoréme du Point Fixe de Banach). Soit (X, d) un espace complet,
et f: X — X. Supposons qu’il existe 0 < 1 tel que d(f(x), f(y)) < 0d(z,y) alors
37 tel que f(T) =7. De plus Ve € X " (x) — 7.

13. Donc si la distance entre (x¢(n), y¢(n)) et (z,y) tend vers zéro alors d (x¢(n), y¢(n)) —d(z,y).
Vérifions que d € C° (X x X). La distance sur X x X est, par exemple,

dxxx ((a,b), (u,v)) = max (d (a,u),d (b,v)).
Et d € C° (X x X) veut dire : si dxxx ((a,b), (u,v)) — 0 alors d (a,b) — d (u,v). On calcule
d(a,b) —d(u,v) < d(a,u) +d (u,b) — d(u,v)
S d(a,u) + d(b, U) S 2dX><X ((aab) ) (U,’U)),

et pareillement

d (u,v) —d(a,b) < 2dxxx ((a,b), (u,v)),
donc

|d (u,v) —d(a,b)] < 2dxxx ((a,b),(u,v))

et d € C° (X x X) est maintenant immédiat.
14. Prenez comme recouvrement les boules de rayon 1/3
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Démonstration. Montrons que la suite f”(x) est de Cauchy.
1

d(frm (), f1(2) < ) d (" (@), 1)
=1
O (0), )
QTL
A (f (@), ).
On a montré que pour ton ¢, il existe N, donné par
HN

ﬁd(f( z),r) <¢,

tel que pour tout n,p > N .. Donc toute les suites convergent. Vers quelle limite ? il
faut d (f(z),x) = 0, donc un point fixe. Il n’y en a qu'un, par contractivité. O

3

IN

9’“) (f" (@), f7(2))

S

<

Application : Théoréme d’existence des solutions des Equations Différentielles Or-
dinaires de Cauchy-Lipschitz'® (ou Picard-Lindelsf de Pautre coté du Rhin).

4. CONNEXITE
4.1. Définition et propriétés.

Définition 57. On dit que (X, d) est connexe si X = AUB avec ANB = et A et
B ouverts alors A = ou B = .

La connexité s’hérite : si F C X et (X,d) connexe alors (E,d) connexe pour la
topologie relative.

15. Soit (X, ||||) un espace vectoriel normé complet, soient ty € R and yg € X, et rg > 0.
Soit B = {z € X, ||z —yol <m0} C X, et f € CO(B;X). On cherche ¢ > 0 et une fonction
y: [to — ¢, to + ] = X tels que
dy
(3.1) E(t) = f(y(t)), t € [to—c,to+c], y(to) = o,

Si supp ||f( )|| < M et qu'il existe L > 0 tel que ||f(a) — f(b)|| < L|f(a) — f(b)], alors on peut
choisir ¢ = %¢, il existe une unique solution y € C° ([tg — ¢, to + ¢]; X) de (3.1), et elle est la limite
uniforme sur [tg — ¢, tg + ¢] de la suite (y,,) définie par

t
Ynt+1 = Yo + ) f(y(s))ds
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Exemple 58. L’intervalle [a, b] est connexe mais [2,3] U {4} n’est pas connexe.

Montrons que [a, b] connexe : supposons A = BUC. avec B et C' tous deux ouverts
et disjoints. Soit x € B et y € C, et disons z < y.

Soit z = sup{t € BN|x,y|]}. Si z € B alors comme B est ouvert, il reste une
boule dans B autour de z, donc ce n’est pas le plus sup. Si z € B, alors z € C, mais
alors il reste un peu de place dans C' au dessous, et ce n’est pas le sup de B.

Réciproquement, tout ensemble connexe de R est un intervalle.

Les singletons sont des intervalles. Si il y a deux points, * < y dans A, alors
nécessairement, [a,b] C A, sinon, s’il manque z,((—oo,z) N A) U ((z,00) N A) est un
découpage de A interdit.

Proposition 59. Si X est conneze, les seuls sous ensembles ouverts et fermés sont

X et 0.

Proposition 60. Si A; connexe, pour tout i € I et N;A; # 0 alors UjerA; est
connexe.

Démonstration. Soit a € M;A;. Si A = U;crA; et A= B UC avec B et C tous deux
ouverts et disjoints. Si a € B, alors a € B N A; pour chaque 7. Et il existe i tel que
A;NC # 0. Donc A; = (A; N B) U (A; N C), contradiction car deux ouverts de la
topologie relative. O

Corollaire 61. Si on appelle C = Uga conneges, zea}A alors C' est connexe.
Définition. On appelle Composante connexe de x C() := U4 connexe, zcA}A.

Proposition 62. Siy € C (z) alors C(y) = C(x). Et donc siy ¢ C(x),C(y) N
C(xz) = 0. D’autre part C(x) est fermé (I’adhérence d’un connexe est connexe).

Proposition 63. z ~ y < C(z) = C(y) est une relation d’équivalence. Donc on
peut découper X en composantes connezes.

Proposition 64. Si f € C°(X,Y) et A connexe alors f(A) connexe

Démonstration. Ecrivons f(A) = BUC. Alors AN f~Y(B) et AN f~1(C) ouverts
relatifs, et A= (AN fYB))U(ANf1(0)). O

Une application :

Théoréme 65 (Théoréme de Bolzano (Théoreme des valeurs intermédiaires)). Soit
X un espace conneze et f € C°(X;R). Sia € f(X), b e f(X) et a < b alors
Ve € (a,b), Jx € X t.q. f(x) =c.

C’est une conséquence de la Proposition 42 (et du fait que tout ensemble connexe
de R est un intervalle).
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Définition 66. L’espace X est connexe par arc si pour tout z € X, y € X, il existe
une application continue v € C°([0,1]; X) telle que v(0) = z et (1) = y.

Proposition 67. Si X est connexe par arc alors X est connexe.

Démonstration. Soit A C X, ouvert et fermé. Supposons A¢ # () et A # (). Soit x € A,
y € A°. Soit v reliant continiment x a y. Considérons J = {t € [0,1] : y(t) € A}.
{0} € J, J # (. De plus J = 7y 1 (A), donc J est ouvert et fermé. Alors J = [0, 1]
donc y € A,contradiction. O

Le contraire est faux, par exemple

1 1
C= {(cosx—i— —,sinz + —) , T > 1} U {(cosz,sinz),z € [0, 27|}
T T

est connexe mais pas connexe par arc °.

Proposition 68 (Unicité globale pour Cauchy-Lipschitz). Soit f : R" — R, localement
Lipschitzienne, et soient y; et yo des solutions continues de % = f(y),y(0) = yo
sur Uintervalle I. Alors y, = ys.

Démonstration. En effet, A = {t € I :y; (t) = y2 (t)} . L’ensemble A est non vide,
ouvert par le théoréme de CL, et fermé par continuité de y; et yo. Donc A =1. [

Proposition 69. Soit f : Q C R™ — R" ou € est un ouvert connexe. Si [ est
différentiable et Df =0 sur ), alors f est constante.

Démonstration. Soit x € €, et B (x,r) C Q,avec r > 0. Montrons qu'’il existe une
constante C' (z, ) telle que f(y) = C (x,r) pour tout y € B (x,r). En effet par le
TFC, en considérant g : R — R" avec g : t — f((1 —t)x +ty),on a f(y) — f(z) =
Jy Dy (s)ds = [y Df (1= t)x +ty) - (y — a) ds, done f (¢) = f ().

Fixons maintenant z( € €2, et appelons Cj la constante correspondante. Soit A =
{r € Q: f(x) = Cy}. Cet ensemble n’est pas vide, il est (relativement) fermé, comme
f est continue. Montrons qu’il est ouvert : si z € A, alors x € €),donc par le premiére
partie, il est constant sur B (z,7), et ainsi B (x,r) C A. Donc A = Q. O

16. Aucun point du cercle n’est relié par un chemin & un point de la courbe, mais I'image de
(1,00) (connexe) par t — (cost + %, sint + %) , est connexe, et donc son adhérence est connexe.



